Priprave na MMO 2025 — 1. domaca naloga

1. Telefonska stevilka je poljubno zaporedje dids - - - dg, kjer so dy, ds, . . . , dg ne nujno razlicna
stevila iz mnozice {0,1,2,...,9}. Pravimo, da je telefonska stevilka jezeva, ¢e je zapo-
redje dydydsdy enako vsaj enemu izmed zaporedij dsdgdrds in dgd;dgdy. Koliko je jezevih
telefonskih stevilk?

2. Vsako polje v tabeli velikosti 5 x 41 je pobarvano z rdec¢o ali modro barvo. Dokazi, da
v tabeli obstajajo taksne tri vrstice in trije stolpci, da je vseh 9 polj, v katerih se sekata
katera izmed teh vrstic in stolpcev, enake barve.

3. Dijak od svojega profesorja nekega dne dobi 9 nalog, ki so oznacene po vrsti glede na
tezavnost z 1,2, ...,9, kjer je naloga 1 najlazja in 9 najtezja. Profesor jih ¢ez dan posilja
urejene po tezavnosti, zacne z najlazjo. Ko ima dijak cas, resi najtezjo izmed do takrat
prejetih Se neresenih nalog. Zanima nas, katere izmed nalog bo dijak resil po kosilu in v
kaksnem vrstnem redu, ¢e vemo, da je nalogo 8 zZe resil pred kosilom in da bo ¢ez dan resil
vse naloge. Doloci stevilo vseh moznih zaporedij nalog, ki jih bo dijak resil po kosilu.

4. Naj bosta m in n naravni Stevili, pri cemer je m > n. Dokazi, da velja
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Naloge resujte samostojno. Pisne resitve je potrebno poslati najkasneje do 17. 11. 2024 preko
e-maila na naslov priprave.mmo@gmail.com. Resitvam prilozite tudi podpisano izjavo o
samostojnem delu. Ce boste pri resevanju nalog uporabili kaksno literaturo (v tiskani ali
elektronski obliki), navedite reference. Standardne literature (knjige Altius, Citius, Fortius in
e-revije Brihtnez) ni potrebno navajati.

Izjava o samostojnem delu

Spodaj podpisani(-a) ... (ime in priimek) izjavljam, da sem
vse naloge reseval(-a) samostojno in brez pomo¢i drugih oseb.

.................. (kraj in datum) Podpis:
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Resitve

1. Vemo, da mora biti v jezevi telefonski stevilki zaporedje d;dsdsd, enako vsaj enemu izmed
zaporedij dsdgd,ds in dgd;dgdy. Locimo dva primera.

e Denimo, da sta zaporedji dsdgdrdg in dgdrdgdg enaki. To bo veljalo natanko tedaj,
ko bo ds = dg, dg = d7, d7 = dg in dg = dg, torej ko so vsa stevila v zaporedju
dsdgdrdgdg enaka. V tem primeru morajo biti vsa Stevila v jezevi telefonski stevilki
enaka. Taksnih jezevih telefonskih stevilk je torej 10.

e Ostane nam Se primer, ko sta zaporedji dsdgd;dg in dgdrdgdy razlicni. Iz prejsnjega
primera vemo, da to velja natanko takrat, ko niso vsa stevila v zaporedju dsdgd7dgdy
enaka. Za izbiro zaporedja dsdgdrdgdy imamo 10 - 10 - 10 - 10 - 10 = 10° moznosti,
izmed teh je 10 takih, kjer so vsa stevila enaka. Ko smo izbrali zaporedje dsdgd7dgdy,
lahko zaporedje dydsdsd, izberemo na 2 nacina (ali je enako zaporedju dsdgdrdg ali
deddgdy). Sledi, da je taksnih jezevih telefonskih stevilk (10° — 10) - 2 = 199980.

Skupaj je torej 199980 + 10 = 199990 razlicnih jezevih telefonskih stevilk.

2. Ker je v posameznem stolpcu 5 polj in imamo le 2 barvi, po Dirichletovem principu v
vsakem stolpcu obstajajo vsaj 3 polja, ki so enake barve. Podobno po Dirichletovem
principu za neko barvo velja, da obstaja vsaj 21 stolpcev, v katerih so najmanj 3 polja
pobarvana s to barvo. Brez skode za splosnost recimo, da je to modra. Za izbiro 3 modrih
polj imamo v posameznem stolpcu (g) = 10 moznosti. Po Dirichletovem principu sledi,

da obstajajo vsaj
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stolpci, v katerih so pobarvana 3 modra polja v istih vrsticah. Vseh 9 kvadratkov, kjer
se sekajo ti 3 stolpci in 3 vrstice, je torej pobarvanih modro.

3. Loc¢imo dva primera glede na to, ali je dijak nalogo 9 Ze resil pred kosilom, ali pa jo bo
resil po kosilu.

e Recimo, da je dijak nalogo 9 resil pred kosilom. To pomeni, da je pred kosilom ze
dobil vse naloge. Ce vemo, katere naloge mora dijak Se resiti po kosilu, je vrstni red
reSevanja enolicno dolocen, saj jih resuje po vrsti od najtezje do najlazje. Glede na
to, kdaj so bile naloge poslane, mu lahko za resevanje po kosilu ostanejo katerekoli
izmed prvih 7 nalog. Skupaj ima torej
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moznosti.

e Ostane nam Se primer, ko bo dijak nalogo 9 resil po kosilu. Vemo, da je pred kosilom
ze prejel vse ostale naloge, saj je ze resil nalogo 8. Recimo, da bo dijak po kosilu
reSil k nalog. Ena izmed teh bo naloga 9. Ostalih k£ — 1 lahko izberemo na

(:2)

nacinov. Za teh k—1 nalog je vrstni red, podobno kot v prejsSnjem primeru, enoli¢no
dolocen. Kdaj bo resil nalogo 9 pa je odvisno od tega, kdaj jo prejme. Za vrstni red



resevanja izbranih k nalog ima dijak torej & moznosti. Ce vemo, da mu je ostalo e
k nalog, je skupaj moznih
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zaporedij nalog. Ker mora resiti Se vsaj 1 in najvec 8 nalog, je vseh moznih zaporedij
reSevanja po kosilu

Z’f(kfl) :1.<(7)>+2.®+...+8.(;) .

Stevilo vseh moznih zaporedij nalog, ki jih bo dijak resil po kosilu, je torej
128 4+ 576 = 704.

. Zavsak i = 1,2,...,n naj bo A; mnozica vseh podmnozic mnozice {1,2,...,m} mo¢i n,
ki ne vsebujejo elementa i. Velja torej

A= 1S C{1.2,...,m}|S| = n.i ¢ S}

Vemo, da mnozica A;UAsU- - -UA,, vsebuje natanko vse podmnozice mnozice {1,2,...,m}
moci n razen {1,2,...,n}. Sledi, da je

n

|A1UA2U~-UAA::Cn>—1.

Po nacelu vkljucitev in izkljucitev pa vemo, da je mo¢ mnozice A; U A; U --- U A,, enaka
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1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n

Ce so ai, as, . ..ap taksna naravna Stevila, da je 1 < a1 < ay < -+ < ax < n, po-
tem mnozica A, N A, N --- N A, vsebuje natanko vse podmnozice moci n mnozice
{1,2,...,m}\{a1,aq,...a;}. Velja torej

|Ag, N Ag, NN Ay | = m=k)
n

Tako lahko zgornjo vsoto zapiSemo kot
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Iz tega sledi



